
ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ ΤΕΚΝΩΝ

ΕΛΛΗΝΩΝ ΤΟΥ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟΥ ΚΑΙ ΤΕΚΩΝ ΕΛΛΗΝΩΝ ΥΠΑΛΛΗΛΩΝ ΠΟΥ

ΥΠΗΡΕΤΟΥΝ ΣΤΟ ΕΞΩΤΕΡΙΚΟ

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ

Θέμα Α

Α1 Απόδειξη σχολικό βιβλίο σελ.105.

Α2 Ορισμός σχολικό βιβλίο σελ 31.

Α3 Διατύπωση σχολικό βιβλίο σελ 77.

Α4

(α) Σωστό

(β) Λάθος

(γ) Σωστό

(δ) Σωστό

(ε) Σωστό

Θέμα Β

Δίνονται οι συναρτήσεις: f : (0,+∞) −→ R, f(x) = 2 lnx− 1 και g : R −→ R, g(x) = x− 2

Β1  x ∈ Ag

g(x) ∈ Af

=⇒

 x ∈ R
και
x− 2 > 0 ⇐⇒ x > 2

΄Αρα Ah = (2,+∞), h(x) = f(g(x)) = 2 ln (x− 2)− 1.

Β2

h(x) > 1 ⇐⇒ 2 ln (x− 2) > 2 ⇐⇒ lnx− 2 > 1 ⇐⇒ x− 2 > e ⇐⇒ x > e+ 2

Β3

΄Εστω x1, x2 > 2 με:

h(x1) = h(x2) =⇒
2 ln(x1 − 2)− 1 = 2 ln(x2 − 2)− 1 =⇒

2 ln(x1 − 2) = 2 ln(x2 − 2) =⇒

ln(x1 − 2) = ln(x2 − 2)
ln↑
=⇒

x1 − 2 = x2 − 2 =⇒
x1 = x2

΄Αρα h : 1− 1 άρα αντιστρέφεται.
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Εύρεση h−1
:

h(x) = y ⇐⇒
2 ln (x− 2)− 1 = y ⇐⇒

2 ln (x− 2) = y + 1 ⇐⇒

ln (x− 2) =
y + 1

2
⇐⇒

x− 2 = e(y+1)/2 ⇐⇒
x = e(y+1)/2 + 2

΄Ομως x > 2 ⇐⇒ e(y+1)/2 + 2 > 2 ⇐⇒ e(y+1)/2 > 0 ισχύει, y ∈ R.

΄Αρα

h−1(x) = e(y+1)/2 + 2, x ∈ R

Β4

΄Εχουμε ϕ(x) = [h−1(x)− 3] · [x3 − 8] = [e(x+1)/2 − 3] · [x3 − 8]

΄Εστω ϕ(x) = (e(x+1)/2)(q3−8)
στο [−1, 2]

• Συνεχής στο [-1,2] ως πράξεις συνεχών.

• Παραγωγίσιμη στο (-1,2).

•

ϕ(−1) = (e(−1+1)/2 − 1)((−1)3 − 8) = (e0 − 1)(−1− 8) = 0

ϕ(2) = (e(2+1)/2 − 1)((2)3 − 8) = (e
3
2 − 1)(8− 8) = 0

΄Αρα ϕ(−1) = ϕ(2) ΄Αρα ισχύει το Θ.Rolle.

Θέμα Γ

f : [0, 3] −→ R, f(x) =
x

ex

Γ1

Η f είναι συνεχής στο [0, 3], παραγωγίσιμη στο (0,3) με:

f ′(x) =
(x)

′
ex − x(ex)

′

(ex)2
=

ex − xex

(ex)2
=

1− x

ex
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x

f ′(x)

f(x)

0 1 +3

−|− 0 −−

Τ.Ε: f(0) = 0

Τ.Ε: f(3) =
3

e3

 =⇒ Ο.Ε = 0

Τ.Μ. = f(1) =
1

e
=⇒ Ο.Μ.

Γ2

f ′′(x) =

(
1− x

ex

)′

=
(1− x)

′
ex − (1− x)(ex)′

(ex)2
=

−ex − (1− x)ex

(ex)2
=

−1− (1− x)

(ex)
=

x− 2

ex

x

f ′′

f

0 2 3

− 0 +

Σ.Κ:Κ(2, f(2))=K(2,
2

e2
)
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Γ3
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Γ4

E(Ω) =

∫ 1

0

f(x)dx =

∫ 1

0

x

ex
dx =

∫ 1

0

xe−xdx =

∫ 1

0

x(−e−x)dx =

∫ 1

0

(−e−x)
′
x dx

=
[
−e−xx

]1
0
−
∫ 1

0

(−e−x)(x)
′
dx = −e−1 + e0 · 0 +

∫ 1

0

(−e−x)dx

= −1

e
− e−1e0 =

−2

e
+ 1 =

e− 2

e
τ.µ.
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Θέμα Δ

Δ1

Η f είναι συνεχής στο −1 άρα:

lim
x→−1−

f(x) = lim
x→1+

f(x) =⇒ lim
x→−1

(ex+1 + λx) = lim
x→−1

αx+ α

x+ α
⇐⇒

e−1+1 + λ(−1) =
α(−1) + α

−1 + α
⇐⇒ 1− λ = 0

⇐⇒ λ = 1

΄Αρα:

f(x) =

ex+1 + x x < 1
ax+ a

x+ a
x ≥ 1

Είναι παραγωγίσιμη στο -1 άρα:

lim
x→1−

f(x)− f(−1)

x− (−1)
= lim

x→1+

f(x)− f(−1)

x− (−1)

με f(−1) = 0, f(−1) =
a(−1) + a

−1 + a
.

=⇒ lim
x→1−

ex+1 + x

x+ 1
= lim

x→1+

ax+ a

a
− 0

x+ 1

΄Ομως:

l1 = lim
x→1−

ex+1 + x

x+ 1
=

0
0=

D′HL
= lim

x→1−

ex+1 + 1

1
= 1

l2 = lim
x→1+

ax+ a

(x+ 1)(x+ a)
=

0
0=

D′HL
= lim

x→1−

a

2x+ a− 1
=

a

a− 1

΄Αρα:

l1 = l2 ⇐⇒

2 =
a

a− 1
⇐⇒

2a− 2 = a ⇐⇒
a = 2

Οπότε

f(x) =


ex+1 + x x < 1

µε f ′(−1) = 2
2x+ 2

x+ 2
x ≥ 1

Εξίσωση εφαπτομένης:

(ε) : y − f ′(−1) = f ′(−1)(x+ 1), f(−1) = 0, f ′(−1) = 2

y − 0 = 2(x+ 1) ⇐⇒
y = 2x+ 2
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Δ2

• Στο +∞:
lim

x→+∞
f(x) = lim

x→+∞

2x+ 2

x+ 2
= 2

΄Αρα η f έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ε1 : y = 2

• Στο −∞:

lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

ex+1 + x

x

−∞
+∞
=

D′HL
lim

x→−∞

ex+1 + 1

1
= 0 + 1 = 1 = λ =

lim
x→−∞

[f(x)− λx] = lim
x→−∞

[ex+1 + x− x] = lim
x→−∞

ex+1 = 0 = β

΄Αρα y = x πλάγια ασύμπτωτη στο −∞.

Δ4

΄Εχουμε:

−1 ≤ ηµχx ≤ 1 ⇐⇒
−1− 2 ≤ ηµχx− 2 ≤ 1− 2 ⇐⇒

−3 ≤ ηµχx− 2 ≤ −1 , x ∈ R

• Αν ηµχx− 2 < −1 ⇐⇒ ηµχx < 1

f(ηµχx− 2) = e(ηµχx−2+1) + ηµx+ 2 = e(ηµχx−1) + ηµx+ 2

Οπότε η ανίσωση γίνεται:

f(ηµx− 2) ≥ 2ηµx− 2 ⇐⇒
eηµx−1 + ηµx+ 2 ≥ 2ηµx− 2 ⇐⇒
eηµx−1 − ηµx+ 4 ≥ 0

4− ηµχ ≥ 0

eηµχ−1 > 0

}
=⇒ eηµχ−1 − ηµχ+ 4 ≥ 0 Ισχύει

• Αν ηµχ− 2 = 1 τότε η ανίσωση γίνεται:

f(−1) ≥ −1 ⇐⇒ 0 >= 1 Ισχύει

6


